Corrigé de I'épreuve EML Maths Appliquées 2025

Exercice 1

1. (a) Onraisonne par récurrence :
Initialisation : par définition 1y = 1 > 0, la propriété est initialisée.
Hérédité : supposons 1, > 0 pour un certain rang n € N. Alors u,, > 0 par hypothése de récurrence et e'/*» > 0
par positivité de 'exponentielle, par suite

Upi1 = Upe''*n > 0.

Ceci montre que la propriété est héréditaire.
Conclusion : selon le principe de récurrence, on a u,, > 0 pour tout n € N.
(b) PourtoutneN,ona:
Uns1 — Up = Upe'’ " —uy = uy, (e - 1),

or u, >0et
e/t _ 150 — e/
1
— —>0
Up

— u,>0,

donc u,41 — u, > 0.| La suite (u;,) est strictement croissante |.

(c) La suite (u,) admet une limite car elle est croissante. Supposons par I'absurde qu’elle converge vers une
limite finie ¢, on a nécessairement ¢ > 0 puisque (u,) est croissante. En passant a la limite dans le relation de
récurrence, on trouve £ = £el/ ¢ par continuité de I'exponentielle, or

0=t = 1=

absurde!

Ainsi la limite de (u,,) est infinie, plus précisément| lim u, = +oo |car (u4,)zeN €st croissante.
n—+oo

2. | while u<10**6
u = uxnp.exp(1/u)
n=n+1
print(n)

1
3. Limiteen +oco: Ona lim = =0et limeX =1 ,dou lim el/x

= 1 par composition de limites. Par produit de
X—+00 X X—0 X—+00

limites on trouve :| lim f(x) = +oo |.
X—+00

. 1 eX . X .
Limite en 0" : On pose X = —, de sorte que xe'’*=—.0r lim X =+ocoet lim — =+oo par croissance compa-
LUTUMIE ENN Y - X X x—0* X—+00 X

rée, o1 lim xe!’*

= +o00 par composition de limites, soit lin(l)f(x) =+o00|
x—0* X—

4. Lafonction x — e'/* est dérivable sur R* comme composée de fonctions dérivables, de ce fait f est dérivable sur
R’ comme produit de fonctions dérivables. Pour tout x > 0,

1/x 1/x

e e’ (x—-1)

f’(x):lxe”x—xx i —
X X

Onae!'/*>0et x> 0sur RY, par conséquent f’(x) est de méme signe que x — 1. On en déduit le tableau :
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X 0 1 +00
') - 0 +
+00 +00
f —~
e

x~k (x )"
5. (a) Lasérie )_ - > i
k>0 k>0

est de type exponentiel, par conséquent elle converge et

+00
Z _ Z _ (Y _ ux
= = e =e .
k! k>0 k!

(b) Ona:

Il
=
®

f(x) 1/x
+o0 ,—k
= X —_— (question précédente)
im0 K
1 +00 x*k
= X 1+—+Z —_ (sommation par paquets)
X = K

+00 x*k

(linéarité)

6. (a) Minoration:ona

+Z°°x2—k_1++z°°x2-k>1
o k2 ke T2

2—k

car la série Z
k>3

Majoration : pour tout k >2ona2—-k <0,dou x27% <1 car x > 1. Ainsi

est a termes positifs.

i x2k i 1 i 1
— K — < —,
i K h k= K! h i=o k!

pour tout n > 2. En faisant tendre n vers +oo on obtient :

+00 x2—k
— <
,;2 o Se
(b) Parla question 5-b) on sait que :
+00 x2*k
fX)—(x+1)=— _—
Xz, k!

Ainsi, en partant de ’encadrement obtenu a la question précédente, il vient :

n x2—k
< Z B <e
k=2 .

N | =

2/
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< fo-x+n <&
Zx\fx . Sox

.2 e A A
7. Ona lim —= lim — =0, parle théoréme des gendarmes cela implique
X—+0o x X—+oo x

xEI}lwf(x)—(x+1)=0

autrement dit‘ fx) = (x+1) =0(1) lorsque x tend vers +oo ‘

y
Cr
y=x+1

8. 1 X

9. (a) Soit k €N, par définition on a uy,; = ure' “, sachant que la suite est a termes strictement positifs on peut
prendre le logarithme de chacun des membres :

In(ugs1) = In(uge'’™)

In (1) +ln(el/”’€)

1
In(ug) + —
Uk

soit

1
In (ug11) —In(ug) = — |
U

(b) On somme I'égalité précédente pour k allantdeO0an—1:

n-1 n-1 1

2 In(ugr) —In(uy) = —

k=0 k=0 Uk
n—-1 1

In(u,) —In(wy) = — (par télescopage)
k=0 Uk
n—-1 1
In(u,) = — (carug=1)

k=0 Uk

10. (a) Soit k €N, on sait que la suite (u,,) est croissante avec 1y = 1, par conséquent u; > 1. On peut ainsi appliquer
I’'encadrement (*) avec x = 1y, on obtient :

’

— < flup)—ur—-1 < —
zuk f k k \uk

sachant que f(uy) = ug; et en ajoutant 1 a chaque membre, on arrive a :

1 e
1+ — < Uppr—up < 1+— |
Zuk Uj
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(b) On somme chaque membre pour k allantde0Oan—-1,:

n-1
e
Dt <) wpnmup < ) 1+ —
k=0 Uk =0 k=0 Uk
Par télescopage :
n-1
Y Uker — U = Up— Ug = Uy — 1,
k=0
Par linéarité :
n-1 1 n-1 n-1 1 1 n-1 1
14— =) 1+4) — =n+-y —,
k=0 2Uk k=0  k=02Uk 2 k=0 Uk
et de la méme maniere
nX—:l nX—:l
1+ — =n+e) —
k=0 Uk k=0 Uk
En remplacant on trouve que :
1 n-1 1 n-1 1
n+=>Y — <up-1< n+e) —
2 j=o Uk k=0 Uk
n-1
Or, onavu que Z — =In(u,) en question 9-b), d’'ou
k=0 U
1
n+ Eln(un) < uy-1< n+eln(uy),
enfin en ajoutant 1 — n a chaque membre on conclut que :
1
1+ Eln(un) < up—n < l+eln(uy) |
: . . In(x) . oo | o In(ug)
11. (a) Onsaitque lim u, =+ocoetque lim —— =0 par croissance comparée, d’'ou| lim =0
n—+oo x—+o00 X n—+oo Uy

(b) On divise I'’encadrement de la question 10-b) par u,, :

1 1In(u n 1 In(u
1, ln@)  n 1 In(w)
U, 2 Uy Up Up Uy

In(uy) . 1 . .
m "2 —0et lim — =0, ainsi les membres de droite et de gauche tendent vers 0 lorsque n tend
n—+oo U, n—+o0o U,

vers +oo. Par le théoréme des gendarmes, il vient que 11111 1-— =0, soit 111}_1 — = 1. Ceci montre que
n— Up n—+oo U,

un ~ nlorsque n tend vers +oco ‘

12. On sait que, pour tout n € N*,

n—1 1
Z— = In(uy).

k=0 Uk

Par ailleurs, pour n voisin de +oo, on a u,, = n+ o(n) d’apres la question précédente, d’ot1

n-1 1
— = In(n+o(n)
k=0 Uk
= In(nx1+o0(1))
= In(n)+In(l+o0(1))
= In(n)+o0(1) (carIn(l+o0(1))——0)
n—+oo
n-1 1
On en déduit que| ) T In(n) lorsque n tend vers +oo |.
k=0 “k
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Exercice 2

1. Montrons que la famille (I, J, K) est libre. Soient (a, b, c) € R,

1 0 O 0 1 1 1 0 O 0 0 O
al+bJ+cJ=0 < al0 1 O0|+b|1 O O|+c|O O 1]=|0 O O
0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 O
at+tc b b 0 0 O
— b a c|=(0 0 0
b c a 0 0 O
a=0
— b=0
c=0

Ainsi la famille (I, J, K) est libre. Comme elle engendre &, on conclut que| (/, J, K) est une base de & et dim(&) =3 |.

2. Les matrices J et K sont symétriques donc diagonalisables.

2 0 0 0 2 2
3. (a Ontrouve J?=[0 1 1fetj®=[2 0 0 ='

01 1 2 0 0
(b) D’aprés la question précédente P(x) = x° — 2x est un polyndéme annulateur de J. La factorisation :

P(x):x3—2x:x(x2—2):x(x—\/z)(x+\/§),

montre que les racines de P sont 0, v/2 et —v/2. Il s’ensuit que les valeurs propres de J sont des éléments de

{0,v2,-v2}.
4. (a) Ona:
2 V2
JU; = (\/E) = \/E( 1 ) =V2U; et JU, = (0),
V2 1 0

donc| U; et Us sont des vecteurs propres de J respectivement associés aux valeurs propres v/2 et 0 |

x
(b) Onrésoutle systeme (J+v/2I) X =0 avec X = (y)

z
V2 1 1)\(x\ (o
(7+v2r)x=0 = |1 vZ o|[y|=[o
1 0 Vv2)\z) \o
\/§x+y+z=0
S x+\/§y—0
x+v2z=0
\/§x+y+z=0
— \/§x+2y=0 L, — V2L,
\/§x+2z:0 L3<—\/§L3
\/§x+y+z=0
— y—2z=0 Ly—Ly—-1IL
—y+Z=0 L3 —L3—1L;
— V2x+y+2=0
z=y
— x=-v2y
z=y
-V2y -V2
— X= vy |=y|l 1 avecy € R.
y 1
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(a)

(b)

(a)

(b)

(a)

(b)

(a)

(b)

On en déduit que

-V2
Us = ( 1 ) est un vecteur propre de J associé a la valeur propre v/2 |.
1

La famille (U, Us, Us) est libre puisqu’elle est formée de vecteurs propres de J associés a des valeurs propres
distinctes. Il s’agit d’'une famille libre de trois vecteurs de .43 ; (R), qui est lui-méme de dimension trois, donc

(U1, Uz, Us) est une base de 43,1 (R) ‘

On prend pour P la matrice de passage de la base canonique de .3 ; (R) vers la base (Uj, Ua, Us). Cette ma-
trice est inversible et ses colonnes correspondent aux matrices colonnes Uy, U, Us :

V2.0 V2
P:(l 1 1 )
1 -1 1

Apres calculs on trouve : KU; = Uy, KU, = —U, et KU3 = Us. Il en ressort que Uj, U et Us sont des vecteurs
propres de K respectivement associés aux valeurs propres 1, —1 et 1. Or on a déja vu en 5-a) que (Uy, Uz, U3)

est une base de .43 1 (R), donc| (U, Uz, U3) est une base de .43 1 (R) formée de vecteurs propres de K ‘

Comme P estla matrice de passage de la base canonique dans la base (Uj, Uz, Us), les colonnes de la matrice
P~1KP sont les matrices coordonnées de KU, KU, et KUs dans la base (U}, Uz, Us) :

1 0 0
pPlkp=|0 -1 o]]

0 0 1

On développe :
PIMP=P Y al+bJ+cK)P=aP 'IP+bP ' JP+cP 'KP=al+bP ' JP+cP 'KP

puis on remplace par les tableaux de nombres :

1 00 V2 0 0 1 0 0 a+bv2+c 0 0
P 'MP=al0o 1 o|l+bl0 0 0 |[+c|l0 -1 o]= 0 a-c 0
0 0 1 0 0 —-v2 0 0 1 0 0 a-bV2+c

La matrice P~ MP étant diagonale, ses valeurs propres sont a + bV2+c, a—ceta—bv?2+ c (éventuellement
avec répétition). Or, deux matrices semblables ont mémes valeurs propres, d’olt

Sp(M) =Sp(P~'MP) = {a+ bV2+c,a—c,a-bV2+ c} .

Ona:
s(h=(1,1,1), s(1)=(\/§,0,—\/§) et s(K)=(1,-1,1).

1 V2 1
S:(l 0 —1) i
1 —vV2 1

On en déduit :

\S)

On applique la méthode de Gauss a la matrice S :

1 V2 1 1 0 -1 1 0 -1

1.(1 0 —1) 2.(1 V2 I)LIHLZ 3.(0 V2 2)L2<—L2—L1
1 -v2 1 1 —Vv2 1 0 V2 2) Ly—IL3—1I,
1 0 -1

4.(0 V2 2)
0 0 4 Ly — L3+ 1Ly

On obtient une matrice triangulaire dont les coefficients diagonaux sont tous non nuls, il s’ensuit que la

matrice S est inversible, et que | I'application linéaire s est bijective |

o/
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def voisins(A,i):
n = len(A[i])
v=1
for j in range(n):
if j!= i and A[i,jl!= O:
V.append(j)
return(V)

def min_ext(L):
m=20
while m in L:
m=m+ 1
return(m)

10.

def coloration(A):
n = len(A[0])
C = [i for i in range(n)]
for i in range(1l,n):
C_voisins = [C[j] for j in voisins(A,i)]
C[i] = min_ext(C_voisins)
return(C)

11.

En exécutant « coloration(A) » on obtient la liste

12. a
@ [0,1,0,1,2,3], dont voici la coloration associée :

La réponse est oui, voici une coloration de G avec trois

(b)
couleurs :

Exercice 3

1. (a) Onsaitque U(Q2) =]0,1], or:

0<U<] < 0<VU<I

1
= —2>1
VU
— V2>1.
Ainsi| V(Q) c [1, +ool |.
(b) Six<1,alors| Fy(x) = P(V < x) =0], car V(Q)  [1, +o0l.
Six > 1, alors
F()P(V<)P(1<)P(U>1)1P(U<1 11
X) = X = ——= X X= El S|t )
v VU x2 x2 X2

car U — %(]0,1]) et é €]0,1].

(c) On vérifie les points suivants :
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« Lafonction Fy est de classe C! sur R\ {1}. En effet, Fy est constante sur |—oo, 1|, et elle s’exprime comme

somme de fonctions usuelles de classe C! sur]1, +ool.
» Lafonction Fy est continue sur R. D’apres le point précédent, Fy est continue sur R\ {1} car de classe
C! sur cet ensemble. De plus,

1
lim Fy(x) = lim 1——2=0 et lim Fy(x)=1lim 0=0 et Fy(l)=0,
x—1* x—1* X x—1- x—1-

ce qui montre que Fy est continue en 1. Donc Fy est continue sur R.

six>1

2
On en déduit que | la variable aléatoire V admet une densité fi, définie par: fi/(x) = s
0 six<l

1
2. Espérance de V. Lintégrale f X fy (x)dx converge absolument et est nulle car fy = 0 sur [1, +oo[. D’autre part, la
it ot oo
fonction x — x fy (x) est continue et positive sur [1, +oo], et
A A 2 1 A 1
xfy(x)dx = —dx =2|——| =2|1-— 2
ji fr) fl x2 [ X1 ( A) A—+00
+00

Ainsi I'intégrale f X fv (x)dx converge absolument et vaut 2, donc‘ V admet une espérance et E(V) =2 ‘
—0o0

Variance.On a:

+00.

A A 2
f xzfv(x)dx = f ;dx = 2[ln(x)]f = 2In(A)
1 1

A—+o00

On en déduit que V n"admet par de moment d’ordre 2, par conséquent‘ V n'admet pas de variance ‘

3. (a) PourtoutneN* ettout x€R,

F,(x) = PWM,<x)
PN <x)n...n(V, < X))
P(Vi<x)x---xP(V,, <

[Fve]

(b) Six<1,alors lim F,(x) = lim 0" = 0.
n—+oo n—+oo

X) (par indépendance de V7,...,V;,)

1\" 1
Six>1,alors lim F,(x) = lim (1——2) :00ar0<1——2<1.
n—+oo n—+oo X X

Finalement on trouve‘ lil}rq Fn(x) = Opourtout xeR ‘
n—+oo

(c) Sila suite de variables aléatoires (M) > convergeait en loi vers une variable aléatoire M, alors sa fonction
de répartition F; serait donnée par :

VxeR, Fylx) = nliIP F,(x) = 0.
—+00

Mais ceci est impossible car la fonction nulle n’est pas la fonction de répartition d'une variable aléatoire (elle
n’admet pas 1 comme limite en +00). En conclusion, la suite (M},) ,>1 ne converge en loi vers aucune variable
aléatoire.

4. (a) Onfixe x> 0. Pour tout n € N*,
P(M, <xvn),

[Fv (xv/m)]".

En supposant n suffisamment grand on a x/n > 1, et par suite

othes) - (-t

=

SIE
N

=
I
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1
Or lim -——= 0 etIn(1+ u) ~ u pour u voisin de 0, ainsi
n—+oo nx
1 1
In (1 " nx? ) n—too  nx2
(1 1 1
TR T 2] e T2
On en déduitque lim nin (1 - —2) = ——, ainsi par continuité de la fonction exp :
n—+oo nx: X
M, _1 _L
lim P(—" gx) = lim enln(l xz) =e 2
n—+oo" \/n n—+oo

(b) Montrons que

lim G,(x)=Fw(x) pourtout xe R|
n—+oo

My < x) = P(M, < v/nx) =0 pour tout n € N*, ainsi

e Soit x <0, comme M,(Q) = [1,+oo[onaP(\/ﬁ <

n

lim Gn(x) = lim P(— <x) =0 = Fy(x).
n—+oo n—+oo n

_1
¢ Soit x >0, on a vu précédemment que liIP Gn(x) = e ¥ = Fy(x).
n—+oo

On en déduit que | la suite (—) converge en loivers W |.
vn n>1
5. (a) SELECT montant FROM sinistres WHERE annee = 2024;
(b) SELECT mois, annee FROM sinistres WHERE montant > 1E6;
6. INSERT INTO sinistres VALUES (7652, ’avril’, 2025, 1540);

7. Comme N — (A1), on a

N(Q)=NetP(N=n)= e"l% pour tout n €N |.

. Onsait que N(Q) =N, or T peut prendre n'importe quelle valeur entre 0 et N, par conséquent| T(Q) =N |

© ®

(a) Onregarde chaque sinistre comme une expérience de Bernoulli dont le succes est «le cotit du sinistre dépasse

1
A», de probabilité P(V > A) = 1-P(V<A) = PR Ainsi, sous '’hypothese (N = n), la variable aléatoire T
compte le nombre de succes parmi n épreuves de Bernoulli indépendantes et de méme probabilité de succes

1
—, de ce fait
A2

T‘—n%(n,ﬁ) .

1
A2

)nk

(b) On sait que laloi conditionnelle de T sachant (IV = n) est % (n, ), on en déduit :

[ [

1
A

n

Pn=p)(T=k) = r

e pour tout k € [0, n],

o pourtout k> n,| Pin=p)(T=k) =0 ‘

10. Soit k € N, on applique la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’évenements {(IN = 1)} seN :

+00
P(N= n) P(N:n)(TZ k)

P(T=k =
n=0
+00 A" (n 1 k 1 n—-k
-1

= — - 1- —
el ) (=)

— eﬁl (L)kf/l_n n (1_L)n_k

- A2) Zonl\k Az

o/
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"fny A" n! 1 n L
On remarque que Tlel=wam ! =4 TRk ainsi

e—ﬂ, 1 k+oo /’L}’l 1 n—-k
Pr=h = F(F) L (1‘—2) '

On effectue maintenant le changement d’'indice m=n—-k:

e—/l ( 1 )k +00 Am+k ( 1 )m

P(T=k = —|— 1—-—
( ) k' |\ A2 mz:“o m! A?
~ e—/l 2 k +oo Am 1\™
- (AZ) = !(_AZ) ’

On reconnait une série exponentielle, d’ot :

P(T=k)

) . . . . N A
Il s’ensuit que | T suit la loit de Poisson de parametre el

A .
11. En moyenne, on compte E(T) = e sinistres avec un cot(it supérieur a A en un an.

10/10



